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Аннотация: В статье рассмотрим систему дифференциальных уравнений    ̇  
      ,  которые зависят от набора параметров μ. Например, векторное поле для 
маятника номинально зависит от двух параметров: длины и силы тяжести. Наша цель - 
исследовать, что происходит с потоком системы, когда параметры слегка изменяются. 
Значительно ли меняются свойства орбит, или орбиты могут быть разрушены, созданы 
или иным образом изменены? Бифуркация возникает при резком изменении динамики. 
Ключевые слова: Бифуркация, бифуркацией седлового узла, бифуркации Хопфа, 
невырожденность, трансверсальность, устойчивость, неустойчивость, бифуркации 
равновесия, неявная функция. 
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Аннотация: Мақолада   параметрлар тўпламига боғлиқ бўлган  ̇         
дифференциал тенгламалар системасини кўриб чиқамиз. Масалан, маятникнинг вектор 
майдони номинал равишда иккита парамерга – унинг узунлиги ва тортишиш кучига 
боғлиқ. Бизнинг мақсадимиз параметрлар бироз ўзгарганида системада нималар содир 
бўлишини ўрганишдир. Бошқача айтганда, харакат траекторияларининг ҳоссалари 
қандай ўзгаради, харакат траекторияларини ҳосил қилиш, йўқ қилиш ёки тубдан 
ўзгартириш мумкинми?  Бифуркация ҳаракатда кескин ўзгаришлар бўлганида содир 
бўлади.  
Калит сўзлар: Бифуркация, эгар-тугун бифуркацияси, Хопф бифуркацияси, 
ноаниқлик, трансверсаллик, барқарорлик, мувозанатнинг бифуркацияси, ошкормас 
функция. 
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Abstract: In the article we consider the systems of differential equations  ̇        ,   
that depend on a set of parameters μ. For example, the vector field for the pendulum nominally 
depends upon two parameters: its length and the strength of gravity. Our goal is to investigate 
what happens to the flow of the system when parameters vary slightly. Do the properties of the 
orbits just change slightly, or can orbits be destroyed, created, or otherwise changed dramatically? 
A bifurcation occurs when there is dramatic change in the dynamics. 
Keywords: Bifurcation, saddle-node bifurcation, Hopf bifurcation, nondegeneracy, 
transversality, stability, instability, equilibrium bifurcation, implicit function. 
 
Бифуркация-качественное изменение динамики, возникающее при 
небольшом изменении параметров. 
Одна из самых простых бифуркаций соответствует созданию или разрушению 
равновесия. Типичный случай называется бифуркацией седлового узла [ ]; мы сначала 
изучим это. Другая бифуркация соответствует изменению стабильности орбиты - 
это часто сопровождается созданием или разрушением других близлежащих орбит. 
Такие бифуркации называются «местная», потому что они могут быть изучены 
путем расширения векторного поля в ряде Тейлора относительно опорной орбиты в 
фазовом пространстве. Существуют также «глобальные бифуркации», такие как 
гомоклиническая бифуркация, которая соответствует созданию или разрушению 
гомоклинической орбиты. Эти бифуркации изучать гораздо сложнее, потому что они 
по своей сути нелокальны. Наш подход начинается с локального случая и тех 
бифуркаций, которые обычно случаются, когда изменяется один параметр; такие 
бифуркации называются коразмерностью один. Одним из триумфов теории 
бифуркаций является классификация бифуркаций с не большой коразмерностью. 
Мы обнаружим, что существует только две локальные бифуркации коразмерности 
один для потоков: седло-узел и бифуркации Хопфа. 
Рассмотрим одномерный случай. 
1. Бифуркации равновесия. Логистическая модель  ̇          является, 
пожалуй, самой простой, нелинейной моделью динамики населения. 
Предположим, что   представляет популяцию рыбы при промысле и добывается с 
постоянной скоростью  . Тогда логистическая модель становится 
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рис. 1.                                                                     рис. 2. 
Векторное поле   этой модели зависит не только от динамической 
переменной     , но и от двух параметров     ,      
 
; таким образом, мы 
можем записать его в более общем виде как   ̇        , где точка с запятой 
отделяет динамические переменные от параметров. Простейшие бифуркации 
соответствуют качественным изменениям равновесий, а именно их числу и типу 





   √        
Обратим внимание, что есть два равновесия, при     , одно, при     , и 
нет, когда     . Таким образом, на линии      в пространстве параметров 
происходит бифуркация - изменение числа равновесий; это набор бифуркаций. 
Существование равновесий зависит только от одной комбинации двух параметров: 
      ; следовательно, эта бифуркация определяется одним эффективным 
параметром  . Мы можем удобно собрать информацию о равновесиях в 
бифуркационной диаграмме, которая показывает две функции   
     как функцию 
единственного параметра ν; см. рис. 1. 
Бифуркационная диаграмма показывает качественное поведение нашей 
системы. Традиционно абсцисса соответствует параметрам, а ордината - фазовому 
пространству. Таким образом, каждый вертикальный срез представляет собой 
изображение векторного поля для фиксированных параметров, и векторные поля с 
изменяющимися параметрами складываются вместе для получения полной 
диаграммы. Пунктирная кривая традиционно используется для представления 
нестабильной орбиты, а сплошная кривая - стабильной. Когда      в (1),   
  
устойчиво, а   




Динамика на бифуркационной диаграмме происходит вдоль вертикальных 
линий при фиксированных значениях приведенного параметра ν; мы нарисуем два 
характерных векторных поля на рис.1. Обратите внимание, что, когда уборка урожая 
слишком сильна, то есть, когда     , мы имеем  ̇  0 для всех  , и популяция 
падает, достигая вымирания за конечное время. Затем модель перестает быть 
действительной: предположение, что сбор урожая происходит с постоянной 
скоростью, должно провалиться задолго до этого момента.  
Бифуркация происходит в точке   ,     
 
 
,   , где сталкиваются два 
равновесия. Для этого определим новую переменную   
 
 






, и  новое 
время     . В новых переменных обыкновенное дифференциальное уравнение 
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        ̇                  (2) 
Мы называем (2) нормальной формой для бифуркации. Она имеет точку 
бифуркации (0,0), где устойчивое и неустойчивое равновесие сталкиваются и 
разрушаются. Результирующая бифуркация называется «бифуркацией седлового 
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узла» [2]. Как мы увидим, нормальная форма описывает локальное поведение 
вблизи любой бифуркации седлового узла. 
Пример 1. Пусть 
  ̇               (3) 
Уравнение для равновесий является трансцендентным и поэтому не может 
быть решено аналитически для       Однако понимание его решений можно 
получить, построив график двух функций               и            для 
различных значений  ; пересечения двух графиков соответствуют равновесиям. При 
изменении   график   сдвигается по вертикали, а пересечения перемещаются. При 
  0  равновесий нет, а при   0 их два; назовем их   
  , как прежде. Даже если 
равновесия не могут быть получены в явном виде, часто можно найти точку 
бифуркации. Для этого отметим, что в точке, где равновесия созданы или 
разрушены, две кривые    и    должны касаться, так что  
 
  
      
 
  
(       )           
 
    
        0 
Комбинируя это с уравнением равновесия                 получим два 
уравнения для двух неизвестных    ,    . Поскольку    0, из уравнения 
равновесия следует, что    0. Таким образом, бифуркация происходит в точке 
(0,0). Чтобы получить качественную картину того, что происходит при других 
значениях  , обратим внимание, что из графика и уравнения        0  следует, 
что при     ,    
      и    
    , поскольку      . Конечно, также легко 
построить числовое решение (см. Приложение), как показано на рисунке 2. 
Развернув ОДУ относительно точки бифуркации (0,0), получим описание динамики 
вблизи бифуркации: 
 ̇      (  
 
2
  )         
Обратим внимание, что это можно преобразовать в «нормальную форму» (2) путем 
масштабирования.  
Дале покажем, что существует сопряжение между нормальной формой (2) и 
исходным векторным полем в окрестности (как в  , так и в μ) точки бифуркации 
седлового узла, при условии, что некоторая «невырожденность» и 
«трансверсальность» условия выполнены. Условие невырожденности состоит в том, 
что коэффициент квадратичного члена    отличен от нуля в разложении Тейлора 
относительно точки бифуркации. 
Условия трансверсальности гарантируют, что параметры в   встречаются 
достаточно общим образом, чтобы иметь возможность вызвать бифуркацию. Грубо 
говоря, каждый параметр - это руль, который дает некоторый контроль над 
динамикой. Для седлового узла, если рули являются поперечными, то равновесия 
могут быть созданы или разрушены, например, см. (2). Это означает, что нам нужно 
переместить минимум функции     0  вверх или вниз или, что эквивалентно, 
    0 0  0. Если это не выполняется, то бифуркация может иметь несколько 
иной характер. 
Пример 2. Например, рассмотрим ОДУ 
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 ̇        (4) 
Здесь два равновесия:   
  0 и   
    , и соответствующая бифуркационная 
диаграмма показана на рисунке 3. Отметим, что равновесия сливаются при   0, 
но не разрушаются. Однако что-то происходит в точке столкновения: поскольку 
      
       и       
          две фиксиро- ванные точки имеют 
противоположные типы устойчивости, и они переключают тип в   0. Это 
«качественное» изменение в динамике, которое квалифицируется как бифуркация. 
Это называется обменом устойчивости или транскритической бифуркацией [ ]. 
Наша цель-показать, что когда векторное поле удовлетворяет соответст- 
вующим условиям невырожденности и трансверсальности, обязательно произойдет 
бифуркация седлового узла. Кроме того, мы будем классифици- ровать различные 
«классы сопряженности» систем вблизи точек бифуркации, идентифицируя эти 
условия. 
2. Сохранение равновесия. Чтобы понять, когда происходят бифуркации, 
важно сначала понять, когда они не происходят. Как мы скоро увидим, ничего не 
может случиться с невырожденными равновесиями, когда параметр немного 
изменен. Равновесие называется вырожденным, если хотя бы одно из собственных 
значений его линеаризации равно нулю. Таким образом, мы увидим, что равновесие, 
все собственные значения которого отличны от нуля, является «структурно 
устойчивым» - его нельзя устранить небольшими изменениями в уравнениях. 
Обычно поток   структурно устойчив, если каждый поток в окрестности   
топологически эквивалентен. Здесь окрестность соответствует набору векторных 
полей в некотором функциональном пространстве, например,     для некоторого  , 
вблизи векторного поля  . Практически также обычно необходимо рассмотреть 
окрестность в фазовом пространстве относительно некоторой конкретной орбиты. 












        
 
 
                       рис. 3.                                                                         рис. 4. 
Важным инструментом, демонстрирующим это, а также многими другими 
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видно из ее названия, эта теорема имеет дело с «неявно» определенными 
функциями. Например, мы могли бы ожидать, что уравнение        0 «обычно» 
может быть решено для  , чтобы определить «функцию»     . Однако, как мы 
видели, такая функция не обязательно уникальна (там мы получили две,      , и 
также легко построить примеры, где такой функции явно нет, например,        
        . Теорема о неявной функции дает достаточные условия на  , чтобы 
неявно определенная функция существовала и была единственной [2]. 
Теорема (о неявной функции). Пусть   - открытое множество в       и 
      ,     с r ≥ 1. Предположим, что существует точка   0,  0    такая, что 
   0,  0    и      0,  0  неособая матрица    . Тогда существуют открытые 
множества         и        и единственная функция           из   ,  для 
которой  0     0   и             ,       [ ]   
Эта теорема и ее обобщение на функции на Банаховых пространствах могут 
быть выведены из теоремы о сжимающем отображении [ ]. Это доказано в любом 
респектабельном курсе по расширенному исчислению или анализу (Markley 2004; 
Taylor and Mann 1983). 
Теорема о неявной функции утверждает, что если мы знаем решение для 
некоторого специального значения параметра  0, то существует единственная 
поверхность решений, которая проходит через специальное решение, при условии, 
что якобиан неособой. Легко получить грубое понимание того, почему необходимо 
условие на якобиан    . Разложим     относительно   0,  0  и пренебрегаем 
членами более высокого порядка, чем первые производные получим 
     0    ,  0             0,  0         0,  0      2   
Если бы можно было игнорировать члены высшего порядка, мы могли бы 
найти    
         
         
это можно сделать для произвольных    только в том случае, если     неособо. 
Этот расчет дает приближение низшего порядка к функции        0       . 
Теорема утверждает, что это приближение можно распространить на гладкую 
функцию, которая является точным решением      в некоторой окрестности 
  0,  0   
Геометрическое понимание этого результата легко получить в двух 
измерениях; см. рис. 4. Если   ,         , то контур     ,      является в 
общем случае кривой. Вектор градиента ∇     ,      перпендикулярен контуру. В 
любой точке, где ∇  не находится в направлении  , контур локально представляет 
собой график над μ и однозначно определяет функцию       . Когда     0, 
локального графа      не существует. Отметим, что в этом случае теорема о неявной 
функции может применяться для «переменной» μ как функции от «параметра»   
для получения      при условии, что     0. 
Из теоремы о неявной функции немедленно следует, что невырожденные 
равновесия структурно устойчивы. 
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